8.4.6 Nekonecna geometricka rada

Predpoklady: 080402, 080405

Maime list papiru. Rozstfihneme ho na dvé poloviny, jednu ddme na hroméddku a druhou opét
rozstfihneme na poloviny (tedy Ctvrtiny pavodniho listu). Jednu z téchto polovin opét
poloZime na hromadku a zbyvajici opét stithneme na ptl. A tak budeme postupovat porad dél.
Jak velky kus papiru bude na hromadce po nekone¢n¢ mnoha rozsttizenich?

Na hromaddce je vSechen papir z ptiivodniho listu, kromé kousku, ktery drzime v ruce. Velikost
kousku v ruce (tedy toho, co ndm chybi k tomu, aby na stole byl cely papir) se velmi rychle
zmenSuje (blizi se k nule), ale pofdd ndm v ruce néco zbyva (taky nam zbyva jeste
nekonecnékrat rozstiihnout zbytecek papiru v ruce) = na stav po nekone¢n¢ mnoha
rozstiizenich se nemizeme divat jako na néco dosaZitelného redlnym stithdnim, jde o stav, ke
kterému situace redlnym stithanim pouze sméfuje = protoze kousek papiru v ruce smétuje

k nule, sméfuje velikost hromadky k ptvodni velikosti listu = po nekone¢né¢ mnoha
rozsttiZzenich bude na stole opét cely papir.

Zajimavé — souctem nekonecn¢ mnoha papirkl jsme neziskali nekone¢né velkou papirovou
plochu, ale pouze plochu o velikosti 1 = soucet nekonecné mnoha ¢isel nemusi byt
nekonecny = ma smysl ho zkoumat.

Dodatek: Pokud se zeptate na stithani papirkt, vétSina studentti bude ihned souhlasit s tim,
Ze soucet bude kone¢ny (problém je spi§ presveédcit studenty, Ze nebude nic
chybét). Pokud se zeptéte jesté predtim, bude pocet téch, ktefi u nekone¢ného
souctu pfedpoklddaji nekone¢ny vysledek docela vysoky.

Jinak fakt, Ze i soucet nekone¢né mnoha ¢isel mize byt konecny, je vysvétlenim
nckterych aporii, napiiklad Achillea a Zelvy.

Vratime se ke stithani papirku.

Pr. 1: Najdi posloupnosti, které¢ udavaji:
a) velikost papirku, ktery vznikl n-tym stfihem
b) soucet ploch vSech papirkti, které jsou na hromdadce po n-tém stiihu.
Resenf zapisuj do tabulky:

velikost papirku, Sotléeot plocl} y§ech
ktery vznikl n-tym bap 1rk1,1, Kter¢ | souna
stfihem hromadc§ po n-tém
stithu
P 1 1
prvni stiih a, = ) ) s, =aq
velikost papirku, SOl,lée,,t plocl} y§ech
ktery vznikl n-tym paplrkl:l, které JSOl,l na
stfihem hromadce: po n-tém
stithu




PR _1 1 _
prvni stiih a, = 5 5 s, =q
1_1 1, 1_3
druhy stfih a,=—=— —+—== s,=a,ta
e a4 24 4 ThTh
o 1_1 1 1. 1_7 _
tieti stiih a,=—=— —+—+—=— s, =a, ta, +a,
8 2 2 4 8 8
P 1 1 1. 1 1 _
n-ty stiih a, =— —+—+—+..+— |s5,=a *ta,ta,+..*a,
2 2 4 2"

Plocha vsech nastithanych papirkll se rovna souctu prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti

n 1 - 1
ye . -1_1\2
= pouZijeme vzorec: s, =a, =—
g-1 2 1 -1
2
Zajima nas, co udéla soucet, kdyZ se n blizi k nekonecnu = spocitdme limitu:

1(;jn_1_1mo—1:

11125 1 D) T,
2 2 2

—-1
Vysledek odpovida naSemu odhadu.

E-I%:l.

Terminologie:

Na zacatku jsme méli posloupnost: a;;a,;...;a, ;... = (an)

n=1"
e Symbol g, +a,+...+a, +...= Zan nazyvdme nekone¢na rada (ze clent
n=l1
posloupnosti (an)n:1 ).

* Pokud je posloupnost (an )n:1 geometrickd s kvocientem ¢, nazyvdme symbol
ata,+..+ta +..= Zan nekone¢na geometricka fada s kvocientem g (nas
n=1

piedchozi a obecné nejCastéjsi piipad).

e Posloupnost s, =a,; s, =a,*a,;...; s, =a,ta,ta,+..+ta ;..= (sn)n:1 jejiz Cleny
vznikly s¢itanim prvnich n ¢lent posloupnosti (an )::1 , nazyvame posloupnost
¢asteénych souctu.

* Kdyz jsme hledali soucet nekonecné tady, zjiStovali jsme, zda je posloupnost (sn )n:1
¢astecnych souctl konvergentni (ma limitu).

* Kdyz je posloupnost (sn )n:1 konvergentni a plati lim s, =s, fikdme, Ze nekonecéna

n—o

fada g, +a,+..+a, +..= ) a, masoudetaplati: a +a,+..+a, +..= Y a,=s.

n=l1 n=1




* Kdyz je posloupnost (sn )::1 divergentni (nema limitu), fikdme, Ze nekone¢na rada

a +a,+..+a, +..=) a, nema soudet.

n=1

V naSem konkrétnim ptipad¢:

111 ) . . . f e s s o
. E;Z;g;m ¢leny posloupnosti a, (velikosti papirk, které pfiddvame na stil),
1 37 y S ‘o . . L ‘
. E;Z;g;m Cleny s, posloupnosti ¢astecnych soucti (velikosti hromddek, které

vznikaji na stole).

00
n=

Pf.2: Je dana posloupnost ([—l]") . Vypi$ prvnich osm ¢lent posloupnosti. Sestav
1

posloupnost ¢astecnych souctil odpovidajici nekonecné fady a rozhodni, zda ma tato
fada soucet.

¢ Prvnich osm ¢lenu: —1;1;-1;1;-1;1;—-1;1;...

Césteéné soucty:

o5 =1

e 5, =-1+1=0,

e s =-l4l-1=-1,

e s, =-1+1-1+1=0,

Polsloupnost ¢aste¢nych souctl vypada takto: —1;0;-1;0;—1;0;...

- = Posloupnost neustéle osciluje mezi dvéma hodnotami (-1 a 0) = neni konvergentni =
- nekone¢nd fada —1+1-1+1-1+... nem4 soucet.

Vysledek ptfedchoziho piikladu znamend, Ze nemUzeme psat za vyraz —1+1-1+1-1+...
znaménko rovnosti s néjakym vysledkem. ,,Spravnych* vysledki by totizZ bylo nekone¢né
mnoho (kvili podivnosti nekonecna).
Ve vSech nésledujicich vypoctech rozdélime fadu —1+1—-1+1-1+... na dvojice stejné barvy
s nulovym souctem a zbytek (Cern¢), ze kterého ziskdme ,,vysledek*:
o —l+1-1+1-1+1 .=0,
o —1+1-1 +1-1+1-1+...=-1
o —l41-1+1-1+1-1 +...=1,
o —lHl-1+1-1+1-1+1-1+..=-2.
P1i troSe snahy ziskdme jako ,,vysledek* libovolné celé ¢islo = zdvér, Ze vitbec nemd smysl
hledat soucet fady —1+1—-1+1-1+..., je velice rozumny.

b

Pr.3: Najdi chybu v nésledujici dvaze.
Nakreslime si Ctverec o délce strany 1.

D C D C D C D C
1 1 _l 1 lh 1
A B A B A _l B A B



postupné blizi dhlopficce Ctverce. Velikost lomenych ¢ar se rovnd 2 = délka

Postupné kreslime lomené ¢ary L, L,, L,, L,, ... (viz obrazek). Lomené Cary se
uhlopticky Ctverce o strané 1 je rovna 2.

Tvrzeni v textu je zjevné nespravné, protoze délka uhlopiicky je V2.

i Dlivod je zfejmy. Pokud bychom se na délku dhlopficky chtéli divat jako na soucet nekone¢né
- fady sloZené z nekone&ného poétu Elenti posloupnosti L, musela by délka thlopticky byt
limitou délek lomenych ¢ar. Tak tomu ale neni, nebot’ rozdil mezi délkou thlopticky a

- délkami lomenych &ar se nezmensuje (délka libovolné lomené &éry je stejnd jako délka ¢ary

L.

Pr.4: Je ddna geometrickd posloupnost (an )::1 s kvocientem ¢g. Rozhodni, pro jaké

hodnoty kvocientu g bude mit nekone¢nd geometricka fada

ata,t..ta +..= Zan soucet a vypocti ho.

n=1

. Pokud ma mit nekoneCnéd geometrickd fada a, +a, +...+a, +...= z a, soucet, musi mit

n=1
- posloupnost ¢asteénych soudti (sn )::1 limitu s, tedy se jeji ¢leny musi této hodnoté postupné
blizit = cleny plivodni posloupnosti (an )n:l , které zpusobuji rozdily mezi ¢leny posloupnosti
( s, )::1 , se musi bliZit nule (kdyby se nebliZily nule, nemohli bychom se¢tenim nekonecné
- mnoha ¢lent ziskat kone¢né ¢islo) = musi platit |q| <l1.

Hleddme soucet = hleddme limitu posloupnosti (sn )::l.

| . . . v o . . . oo ” n_l
. s, je soucet prvnich n ¢lenli geometrické posloupnosti (an) _, = plati: s, =q, 4 =
I n= q —_

" Soudet fady je limitou posloupnosti s, =

! "1 limq"—liml -1 1

s=lims, =lima, L— =limq, B=2—1== =g =g 3—=-1

| n o n-e g=1 n- " limg-liml qg-1 l-g 1-¢g

n-oo n-—co

Nekonecnd geometrickd fada a, +a, +...+a, +...= Zan ,ve které a, #0, je

n=l1

konvergentni, pravé kdyz pro jeji kvocient g plati

q| <1. Pro soucet

a4

l—q'

s konvergentni geometrické fady plati s =

Nésledujici ptiklad je opravdu bonusovy pouze pro ty, kteti by se urCovanim souctu
nekonecnych geometrickych fad nudili.



1Y . o
Pr.5: (BONUS) Je dana posloupnost (WJ . Rozhodni, zda existuje soucet
n(n
=1

nekonecné fady a, +a, +...+a, +.... Pokud existuje, urci ho.

" Prvnich n&kolik &lenti posloupnosti : l;l;i;i;i;...
| n(n+1)) =~ 2761220 30

. Hleddme &dste¢né soudty:

1
=3
1 1_4_2
§,=—+t—=—=—
2 6 6 3
2 1 _9 3
§;=—t+t—=—=—
3 12 12 4
3 1 16 _4
5, =—+—=—=—
4 20 20 5

. = Zdase, ze plati: s, = . Musime si to ovéfit, napiiklad matematickou indukei.

1 n +
. 1. ovétime pro n =1
s =11 vyslo
1+ 2 YR
1 2. ptedpokldddme platnost pro k, dokazujeme platnost pro k +1.
i k
. Pfedpoklad: s, =——.
e “ok+1
i . , k+1
' Dokazujeme platnost pro k +1 (chceme ziskat vzorec s,,, = m) :
| k 1 k(k+2)+1 _ k*+2k+1
DS TS +a, + = = =

TR (k) (ke2) (ke)(k2) (k1) (k+2)

(k1) k1
() (e+2) k2

n
n

: . NP [ . 1
. = vzorec plati = staci spocitat lim =lim = =1.
: neep+l neen 1140

; n n
. Zkouman4 fada m4 soucet, ktery je roven 1.



Pi. 6:

Ur¢i soucet nekonecné tady.

a)%+i2 PLE by 4+04104 4
100 10 10" 3 9
9 2+3+2+... d) g—i+i—g+...
2 3 9 27 &1
a)L+L + ! +....= plati: a Log=L = | |<1 = fada ma soucet
0 100 e T PR AT AT T M '
b1
Dosadime do vzorce: s =—1— =10 _-10 — l
-q 1 9 9
10 10
! 8 16 . _2 v . “
' b) 4+§+E+...+ = plati:a, =4, ¢=3 = lg| <1 = fada m4 soucet.
. _a _ 4 _4_
Dosadime do vzorce: s=——=——+=—=12
—-q 1_% 1
3 3

: . 3 y P
- ©) 2+3+%+... = plati:a, =2, q=§ = g=1 = tada nema soucet.

i 2 4 8 16 . 2 2 N . "
'd) = ——=+—-—+.. = platiigq, ==, g=—> = |q| <1 = tada ma soucet.
| 3 9 27 81 3 3
2 2
Dosadime do vzorce: s = 4 - 3 =3 = z
I 1- q 1- _g é 5
3 3
Pr.7: Petakova:
strana 72/cviceni 70 b) ¢) d)
strana 72/cviceni 71 b) d)
strana 72/cvieni 72 b)c)e) 1)
Shrnuti:

Soucet nekonecné mnoha ¢isel nemusi byt nekonecné ¢islo. Soucet takovych
a
1

geometrickych fad ur¢ime dosazenim do vzorce s = e
—q




